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I. 
Derallgemeinerung des Satzes von den „lunulae Hippocratis“. 


Der unter dem Namen „lunulae Hippocratis“ bekannte Satz, daß die Summe der 
Möndchen über den Katheten gleich dem Inhalt des rechtwinkligen Dreiecks, bleibt für das letztere 
beſtehen, wenn wir an die Stelle des Halbkreiſes über der Hypotenuſe den umbeſchriebenen Kreis 
ſetzen und dann Halbkreiſe auf allen 3 Seiten nach außen conſtruieren; denn der Inhalt des Mönd— 
chens über der Hypotenuſe wird 0, da ſich der Halbkreis über derſelben mit dem halben um— 
beſchriebenen Kreis deckt. In dieſer Form läßt ſich der Satz auf das ſchiefwinklige Dreieck ver— 
allgemeinern. Im folgenden ſoll die Summe der bei einem beliebigen Dreieck entſtehenden Mönd— 
chen geſucht werden. 

Bezeichnet man die Seiten des Dreiecks mit a, b, o, den Radius des Umkreiſes mit r, die 
Fläche des Dreiecks mit A, ſo iſt jene Summe: 

abe (a?+b?-+c?) m AH [sinꝛa sing sin?) — 2]. Nun ift sin?«+sin?ß+sin?y 

— sin?a+sin??P+sin?’(a+P) = 

— sin?a+sin?ß+sin?a cos??-+-cos?a sin?#-+2 sin d cosa sinß cosß 

= 1—cos?a4-1—cos?ß-+sin?a c0s?ß+-cos?a sin? sin d cosa sing cosß 

— 2 - cos20 (I —sin 2g) —cos?ß (1—sin?a) +2sina cos d sing cosß 

— 2 —2c08?a c0s??+2sina cos d sing cosß 

— 2—2cosa cosß (cosa os = sin dg sing); da nun 

cosa cosß—sina sind = cos(a+ß) = = cosy, folglich 
sin?a+sin??+sin?y = 2+42c0sa cos cosy. 
Demnach iſt obige Summe: 
Are cosa cosß cosy. 
Der Ueberſchuß der Summe der 3 mondförmigen Flächen über den Inhalt des Dreiecks kann dar: 
geſtellt werden als der Kreis, deſſen Durchmeſſer die mittlere geometriſche Proportionale zu den 
Abſchnitten einer Höhe des Dreiecks iſt. Die durch den Höhenſchnittpunkt gebildeten Abſchnitte 
z. B. von he find: 2rcosy und 21 cosa cos5. Somit iſt die mittlere geometriſche Proportionale 
zu denſelben: 21 οUιõÜ cosß cosy. Alſo ift der Inhalt des Kreiſes, welcher dieſe mittlere geo— 
metriſche Proportionale zum Durchmeſſer hat: 
f r?7 Cosa OSB CoS. 

Ferner iſt der Radius des Umkreiſes des Höhenfußpunktdreiecks (d. i. der Feuerbachſche Kreis) gleich 
der Hälfte des Radius des Umkreiſes des Urdreiecks und die Winkel des Höhenfußpunktdreiecks ſind 
gleich den Supplementen der doppelten Dreieckswinkel. (Beim ſtumpfwinkligen Dreieck iſt ſtatt des 
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Supplementwinkels des doppelten ſtumpfen Winkels der Überſchußwinkel deſſelben über 2R zu nehmen; 
alſo ſtatt R 27: 2y—2R). Die der Seite e» des Urdreiecks gegenüberliegende Seite des Höhen— 
fußpunktdreiecks iſt o. cosy. Wenn nun der dieſer gegenüberliegende Winkel in letzterem mit )“ be⸗ 
zeichnet wird, ſo muß f 

r siny’ = c. c0sy = 2r siny. cosy ſein, alſo 

sin)“ = sin y. 
Da nun die Winkel des Höhenfußpunktdreiecks nicht gleich den doppelten Winkeln des Urdreiecks 
ſein können, ſo müſſen ſie gleich den Supplementwinkeln der doppelten Winkel ſein. (Beim ſtumpfen 
Winkel iſt der Überſchußwinkel des doppelten ſtumpfen Winkels über 2R zu nehmen.) 

Drückt man nun den Radius des dem Höhenfußpunktdreieck einbeſchriebenen Kreiſes aus 

nach der Formel: 


9 f 1 a 
Ar sing sine sin), jo erhält man hier: 


„ 2R—2a 2R— 26 . + (2R— 2) 
oe=2rsın 9 sin sin =— 


2 2 
(das untere Zeichen beim letzten Faktor gilt für „R); alſo 
0 A2 cosa cosß cosy. 

Somit iſt das Produkt der Radien des ein- und umbeſchriebenen Kreiſes des Höhenfußpunktdreiecks 
= r?cosa cosß cosy, 

Alſo iſt auch der Inhalt der Ellipſe, welche dieſe beiden Radien zu Halbachſen hat, 
— re cοS cosß cosy und ſomit dem Überſchuß der drei mondförmigen Flächen über den Inhalt 
des Dreiecks gleich. (Fig. 1. und 2.) 

Bemerkenswert ſcheint auch der im vorſtehenden enthaltene Satz: 

Das Produkt der durch den Höhenſchnittpunkt gebildeten Abſchnitte einer Höhe des Dreiecks 
iſt gleich dem vierfachen Produkt der Radien des ein- und umbeſchriebenen Kreiſes des Höhenfuß⸗ 
punktdreiecks. 


II. 
Sätze über die Apolloniſchen Areiſe des Dreiecks. 


Unter den ebenen Ortern des Apollonius*) findet ſich als 2. Satz des 2. Buches 


folgender: 
Wenn aus zwei gegebenen Punkten A, B zwei gerade Linien A0, BC, die ein 


gegebenes Verhältnis unter einander haben, an einen dritten Punkt O hingezogen wer— 
den, ſo berührt der Punkt C, in dem ſie zuſammenſtoßen, eine der Lage nach gegebene 
gerade Linie oder einen der Lage nach gegebenen Kreis. 

Setzt man die Seiten des Dreiecks als in ihrer Länge von einander verſchieden voraus, 
ſo giebt es für jede Dreiecksſeite und das Verhältnis der beiden andern einen ſolchen Kreis als 
geometriſchen Ort der Punkte, deren Entfernungen von den Endpunkten einer Seite im Verhältnis 
der andern Seiten ſtehen. Dieſe Kreiſe werden die Apolloniſchen Kreiſe des Dreiecks genannt. Nun 
teilt die Halbierungslinie des Winkels an der Spitze die Gegenſeite im Verhältnis der anliegenden 
Seiten nach innen und die Halbierungslinie des Außenwinkels dieſelbe in dem nämlichen Verhältnis 
nach außen. Ferner ſtehen dieſe beiden Halbierungslinien auf einander ſenkrecht. Folglich muß der 
Abſtand der Schnittpunkte der Halbierungslinien mit der Gegenſeite der Durchmeſſer und die 
Entfernung des Mittelpunktes dieſes Abſtandes von der Spitze der Radius des zu der einen Seite 
gehörenden Apolloniſchen Kreiſes ſein. Wir haben ſomit den Satz: 

Der geometriſche Ort der Spitzen aller Dreiecke, die dieſelbe Grundlinie haben und 
deren andere Seiten in demſelben Verhältnis zu einander ſtehen, iſt der Apolloniſche 
Kreis d. i. derjenige Kreis, der die Grundlinie in den beiden Punkten ſenkrecht ſchneidet, 
in denen dieſelbe im Verhältnis der anderen Seiten nach außen und innen geteilt wird. 

Die Länge der Radien der Apolloniſchen Kreiſe“) im Verhältnis zu den Dreiecksſeiten und 
anderen Beſtimmungsſtücken des Dreiecks, die Lage ihrer Mittelpunkte auf den verlängerten Dreiecks— 
ſeiten, ihre gegenſeitige Lage zu einander ſoll im folgenden näher unterſucht werden. 


1. 
Algebraiſche Beziehungen der Radien der A. Kr. zu den Dreiecksſeiten. 
Es werde vorausgeſetzt, daß a bes. 
Teilt wa die Seite a in die Abſchnitte x und a—x, ſodaß x an der Seite o liegt, fo 
verhält ſich 
) Apollonius von Pergae ebene Orter. Wiederhergeſtellt von Robert Simſon. Aus dem Lateiniſchen 


überſetzt ꝛc. von Joh. Wilh. Camerer. Leipzig 1796. Seite 211. 
) Im folgenden mit A. Kr. bezeichnet. 


(ax): x = b: c. Hieraus folgt 
4 6 
ba 
Trifft ferner die Halbierende des Außenwinkels von a die Verlängerung von a in der Entfernung 
y von B, fo verhält ſich Ta): y = b: c. Daraus folgt 
a C 


b—c 


— — 


0 a 2 a bo Et ; 15 5 
Folglich x+y = 5 0 D N Somit iſt der Radius des zu a gehörigen Apolloniſchen 


Kreiſes, der mit 1. bezeichnet werde, 


abc abe abe 8 : 
r = 90% Analog rd = VER And — pr Hieraus ergeben ſich als unmittelbare Fol⸗ 
gerungen: 


I. Werden 2 Seiten des Dreiecks einander gleich, jo wird der Radius des der 3. Seite 
zugehörigen A. Kr. 00 d. i. der Kreis ſelbſt wird eine Gerade. (conf. den an die Spitze 
geſtellten Satz des Apollonius u. zw. den 1. Fall.) 

II. Im rechtwinkligen Dreieck wird die Hypotenuſe das geometriſche Mittel der Radien der 
zu den 1 gehörigen A. Kr. Sit a die Hypotenuſe, jo iſt 


abe abe a 0 
n 

abe abc ab 111 
F Somit iſt 


Year 
III. Der Durchmeſſer des kleinſten der 3 A. Kr. eines Dreiecks iſt gleich dem Hane 
Mittel der Radien der beiden andern. 


l 1 b2— 0 Ea == b? 242—02 1, 
it D co ape 
Bezeichnet d, den Durchmeſſer des kleinſten der 3 A. Kr., ſo iſt alſo 
. N und hieraus 
Ta r. N db 5 
dy 1 
Ta -+To 
2. 


Der Winkel, den der Radius des A. Kr. nach der entſprechenden Ecke mit der 
gegenüberliegenden Dreiecksſeite einſchließt. (Figur 3.) 
Schlägt man den umbeſchriebenen Kreis und zieht 
AD || BC, fällt 


AE | BC und ift AH, der Radius des zu a gehörenden A. Kr., jo ift 


cs ADF = De und 
Dr 


il 1 1 ! 3 
*) Hieraus folgt = 5 5 — 0 ſiehe Aufg. Nr. 1542 (geſtellt von Moſer-Breslau) in Hoffmanns Zeit⸗ 
a 0 


ſchrift für math. u. nat. Unterricht XXVII, 7. Seite 507. 


AH. Nun if 

DA = a - 2E = a 2 0 cosß 
2 1 sin a 41 sin yy cosß 

2 r [sin (f-+y) — 2 sin y cos] 
2r (sinß cosy — siny COSP) 

2 r sin (ß—y), ſomit 

cos ADF = sin (6-5) und ferner 
271 sinß siny (b?—c?) 
111 a b 6 J 


Gos E A H. = 


e 


Da nun 


a? sin (B— 
b2=e2 = Er) jo wird 
sın a 


2rsinß sin. a? sin (#—y) 
ab Sin g 
Folglich SS ADE EH. 
Hieraus folgt ferner, daß 
AH B = f-y Alſo ſchließt AH, mit a den Winkel 6—7, analog 
B Hb mit b den Winkel a—y und CH, mit ce den Winkel a—Pp ein. 
Daſſelbe hätte man auch durch Vergleichung der Winkel direct finden können. Da & die 


Winkelhalbierende von a, jo iſt AGB = Y; alſo 


E NH —= sn ( 


AHG = 2R 20 0 a- 27 = . 
Daraus folgt ferner, daß 

* BAH = & GAH. - & GAB 3 7 
Demnach iſt AH, eine Tangente an den Umkreis im Punkte A.“) 5 


Verlängert man He A über A, entſprechend Hp B über B und He C über C hinaus, jo wird 
, e und CBA ). (Figur 4.) 

Conſtruiert man demnach auf den Seiten des Dreiecks nach außen die gleichſchenkligen Drei— 
ecke BAC, C’AB und AB C, deren Baſiswinkel den gegenüberliegenden Dreieckswinkeln gleich 
ſind, ſo ſchneidet je ein Schenkel dieſer gleichſchenkligen Dreiecke die verlängerte Gegenſeite im 
Mittelpunkt des A. Kr. 

B! A ſchneidet BC in Ha, 
OB ſchneidet CA in H, und 
A“ ſchneidet AB in Ho. 

Ferner find die Winkel des Dreiecks A’B’C: 2 R- 24d, 2R—2P und 2 K-27 und ſomit 
den Winkeln des Höhenfußpunktdreiecks des Urdreiecks gleich.“) Demnach kann man folgende Con— 
ſtructionen zur Auffindung der Mittelpunkte der A. Kr. verwenden: 

I. Man verlängert die Tangenten an den umbeſchriebenen Kreis in den Eckpunkten des 

Dreiecks bis zum Durchſchnittspunkt mit den Gegenſeiten. 


) Siehe Aufgabe Nr. 1540 in Hoffmanns Zeitſchrift XXVII., 7 S. 506. 
) conf. Auflöſung der Aufgabe Nr. 353 in Hoffmanns Zeitſchrift XV S. 353. 
) Siehe oben ©. 4. 


8 


II. Man conſtruiert über den Dreiecksſeiten nach außen gleichſchenklige Dreiecke, deren Baſis⸗ 
winkel gleich den gegenüberliegenden Dreieckswinkeln und verlängert je einen Schenkel bis 
zum Durchſchnitt mit der Gegenſeite. 

III. Man conſtruiert das Höhenfußpunktdreieck, legt durch die Ecken des Urdreiecks Parallelen 
zu den gegenüberliegenden Seiten des Höhenfußpunktdreiecks und verlängert dieſelben bis 
zum Durchſchnitt mit den Gegenſeiten des Urdreiecks. 


3. 


Trigonometriſche Beziehungen der Radien der A. Kr. zu den Winkeln, Winkel⸗ 


Ferner: 


halbierenden, Höhen und dem Flächeninhalt des Dreiecks. 


Aus dem vorhergehenden ergeben ſich leicht folgende Beziehungen: 


a) Wa = 2 Ta ei 24, Wp = 2 Tp sin und W Te ein 


b) ha = ra sin (3-5), ho = ro sin (a—y) und he = re sin (a- 55). 
c) Drückt man in dem Ausdruck: 


ra = 3 abe durch den Inhalt A des Dreiecks under, den Radius des 


umbeſchriebenen Kreiſes, ferner b?—c? = (b+c) (b—c) durch Anwendung der 
Mollweideſchen Gleichungen aus, ſo erhält man 
abe=—ArN un 
er nn im 
sın a 
arena 2a A = 2 A 
e = 45 sin (G5) ab sin (G2 a sin (55 


4. 
Die Lage der Mittelpunkte der 3 A. Kr. zu einander. 


Iſt P, der eine und P/ der andere Schnittpunkt der beiden A. Kr., die zu a und c ge 


hören, deren Mittelpunkte H, und He alſo auf CB und BA liegen; verbindet man ferner P, mit 
A, B und C, ſo gelten die Proportionen: 


FP, PB 

P,B: FPR XT Bea Daraus lot 

P, C: P, A = a: . Ebenſo folgt für den 2. Schnittpunkt: 
PG FP 


Daraus folgt, daß auch der dritte A. Kr., deſſen Mittelpunkt H, auf b, alſo auf der Verlängerung 
von CA liegt, durch P, und P, hindurchgeht. Es ſei geſtattet, dieſe beiden den 3 A. Kr. gemein⸗ 
ſchaftlichen Punkte als den inneren und äußeren Apolloniſchen Pol des Dreiecks zu bezeichnen.“) 


Da die 3 A. Kr. alſo eine gemeinſchaftliche Sehne haben, ſo folgt, daß ihre Mittelpunkte 


auf einer Geraden liegen. 


) Dieſelben Punkte bezeichnet Emmerich, die Brocardſchen Gebilde § 49 als iſodynamiſche Punkte. Dort 


iſt auch mitgeteilt, daß Crelle zuerſt gefunden, daß ſich die 3 A. Kr. in einem Punkte ſchneiden und daß Kiehl (1881) 
auf die Zweizahl der Punkte hingewieſen. 


5. 
Die Entfernung der Mittelpunkte der 3 A. Kr. von einander. 
Berechnet man Ha He aus dem Dreieck B H Hoe, 


a C 9 0 
De 5 0 alſo (ſiehe Fig. 4.) 


worin nach 1: 


a C abe ac a c? 
1 e ee ee ferner 
a be a C a? c 
Ben Te -H Bin = gu 4 arb = 2 525 endlich 
nie 
cosß —= Bunt — eos He B Ha, fo folgt aus 
2 4 C 
. B H. cosß 
Par Nez le =) 2.4 0² a2 C a?--c?”—b? 
55 b? 5 b? 02 2—b? 2 a c 
abc 


0 la Ip 02—a2b? — a2 —b2e2 . 
Der Ausdruck: 


Ja ＋ ba ＋ 0 — a2 b — a7 C — b2 


e läßt ſich umformen in 


„„ SI en und dies 
72 a? b? c? ar a? b2 02 15 A 2 02 

1 FFF 
5 75 1 . omit iſt 

2 1 7e 2 


a? b? c? hin 1 1 
E . 
een e 7 15 1 Rb 1 | 
2 I „ 1} 1 I S 5 
— 1,Te y: = 2 ＋ + 5 . Analog: 
H. Ho I N \ 
a Hb Ta Ip a + 5 3 + | 


HH un 1 
. % s . at =} 


To 
Zuſatz: Hieraus ergiebt ſich wiederum, daß 
Hp He + Hb Ha = H. Ha, 
wodurch von neuem beſtätigt wird, daß Ha, Hd und He auf einer Geraden liegen 


6. 
Die Winkel, welche die vom Apolloniſchen Pol nach den Mittelpunkten der A. Kr. 
gezogenen Radien einſchließen. (Figur 5.) 
Aus den im vorigen gefundenen Werten folgt: Ha Hy: Hb He = Ta: 1e. Alſo iſt im 
A P, Ha He P, Ho die Winkelhalbierende des He P, Ha. Ferner verhält ſich auch im A P, Ha Hy 


2 
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af la he apa bee a 
alſo iſt P, He die Winkelhalbierende des Außenwinkels von Hp P, Ha. 

Daraus folgt, daß die vom Apolloniſchen Pol ausgehenden Radien der A. Kr. Winkel von 
600 einſchließen. 

Projiciert man ferner den Mittelpunkt eines A. Kr. auf die vom Apolloniſchen Pol aus⸗ 
gehenden Radien der beiden andern A. Kr., ſo bilden die Fußpunkte mit jenem Mittelpunkt ein 
gleichſeitiges Dreieck. Man erhält z. B. für P, die 3 gleichſeitigen Dreiecke H, F/ F“, Hp Fh F. 
e R’. Es 

Da ferner deren Symmetrielinien P,H, , P, Hb und P, He bei P, Winkel von 600 ein- 
ſchließen, ſo folgt, daß ihre Seiten paarweis parallel laufen. 

l Ha . Hd Fr, | F% Kr 
H R || F F. He F und 
ee, En ae EZ, 

Zuſatz: Nachdem bewieſen, daß die Winkel H,P,H, und Ho P, He = 60°, kann die Ent- 
fernung der Punkte Ha, Hp, He von einander auch in folgender Form dargeſtellt werden: 

Ha Ho 55 Vr 2 . 8 5 e e 
Hg HE 7 p? ＋E rn ?— p Te und 
Ae V4 2 +r?+ ra re 
Setzt man nun die gefundenen Ausdrücke z. B. für H Hp gleich, ſo folgt 


—ͤ—HCẽ4—ö —— — Ja 1 1 ! 8 
ra Ei kei er . 5 + — + . Hieraus folgt 
Ei Eb Do 
165 15 L 
ra? — 2 ra m + m? = 57; alſo 
o 
Ta Tp 0 2 pr 3 2 R 
ra — P Te und hieraus ergiebt ſich wieder die ſchon auf Seite 6 
© 
angegebene Relation: 
199 i 
* eier 0 
Ta Pe b 
7. 


Die A. Kr. und der Umkreis. (Figur 4.) 


Zieht man PA , P,B und P,C und ebenſo P,A , P,B und P,C, d. h. verbindet 
man die Apolloniſchen Pole mit den Eckpunkten des Dreiecks, ſo verhalten ſich in den Dreiecken 
aid , % B 

AP, BTCͤ io auch 
AP,: AP., = BP, : BP, Folglich liegen & und 
Peripherie eines den beiden Dreiecken X P, P., und BP, P/, gemeinſchaftlichen A. Kr. 
Ebenſo verhalten ſich in den Dreiecken X P, P, und C, P/ 
AP, COPY ¶¶ NEE 
AP,: AP = OP,: CP, 
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Alſo liegen auch O und A auf einem den Dreiecken K P, P., und OP, P/, gemeinſchaftlichen A. Kr. 
Da derſelbe ſomit durch A, B und © hindurchgehen muß, jo kann es nur der Umkreis des Dreiecks 
ABO ſein. Daraus folgt: 
Sind P, und P., die A. Pole eines Dreiecks ABC, fo iſt der um ABO beſchriebene Kreis 
der den Dreiecken A P, P/, BP, P und CP, P/, gemeinſchaftliche A. Kr. 
Weil nun der A. Kr. die den 3 Dreiecken gemeinſchaftliche Baſis P, P/. ſenkrecht ſchneiden 
muß, ſo folgt ferner hieraus: 
Der Mittelpunkt des Umkreiſes liegt auf der Verbindungslinie der Apolloniſchen Pole. 
Da ferner die, A. Kr. die jenen 3 Dreiecken P, P, A, P, P. B und P, P. C umſchriebenen 
Kreiſe ſind, die Radien des A. Kr. nach den Ecken des Dreiecks aber Tangenten an den Umkreis 
find, ſo folgt daraus, daß OA, OB und 0 0 Tangenten an die A. Kr. find. Daraus ergiebt 
ſich der Satz: 
Der Mittelpunkt des Umkreiſes iſt das Potenz-Centrum der A. Kr., und der Umkreis 
ſelbſt iſt der Orthogonalkreis der A. Kr. 
Es bilden demnach, da die A. Kr. mit ihren Centren auf einer Geraden liegen und von 
dem Umkreis rechtwinklig geſchnitten werden, dieſelben einen Büſchel.“) 
Zuſatz. Daß der Mittelpunkt des Umkreiſes auf der Verbindungslinie der Apolloniſchen 
Pole liegt, ergiebt ſich auch aus folgender Betrachtung: 
Weil AO und CO Tangenten an die A. Kr. find, iſt 
H r 
He 0? re 2 + 22, folglich 
HO H E re 2, ſomit 
H. O2 — H. O02 = H. P2, H. P/. 
Folglich liegen O und P, auf einer Senkrechten auf IIa He d. i. die den A. Kr. gemeinſchaftliche 
Sehne P, P nach dem Satze: 
Wenn zwei Dreiecke dieſelbe Baſis und dieſelbe Differenz der Quadrate der 
anderen Seiten haben, ſo liegen ihre Spitzen auf derſelben Senkrechten zur Baſis. 


DD 8 


WW 


| 


8. 
Auf der Verbindungslinie der Apolloniſchen Pole liegt auch der Grebeſche Punkt. 
(Figur 6.) 

Konſtruiert man zu dem Dreieck ABC dasjenige Dreieck A,B! C, deſſen Seiten die 
Tangenten in den Punkten A, B, C an den Umkreis find, und verbindet man A mit &“, B mit B- 
und C mit C“, fo ſchneiden ſich dieſe Linien im Grebeſchen Punkte 82), d. h. in demjenigen Punkte, 
deſſen Abſtände von a und b im Verhältnis dieſer Seiten ſtehen.?) Denn fällt man z. B. von 
C auf CA und OB die Lote C’D und C E, ſo iſt 

e e e 
ee da nun 

) Baltzer, Elemente der Mathematik. 4. Buch. Planimetrie $ 14. 10. S. 114. 


2) cf. G. Hoffmann, Anleitung zur Löſung planimetriſcher Aufgaben, No. 1105. S. 162. 
3) Emmerich, die Brocardſchen Gebilde $ 17. S. 35. 
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CB = CA, fo verhält ſich 
Dee ing iu; Ba 
Somit liegt G auf OGC. Ebenſo läßt ſich beweiſen, daß G auf AA’ und BB liegt. 
Zieht man ferner durch G 


UU || BC 
VV| AO und 
WW. || A/B, 


jo find dieſe Linien antiparallel!) zu den Seiten des Dreiecks ABC und werden daher als ſolche 
in G halbiert nach dem Satze?): Der Grebeſche Punkt iſt der Mittelpunkt des Kreiſes, welcher je 
2 Seiten des Dreiecks ABC unter einem Durchmeſſer ſchneidet. Da nun auch die Seiten des 
Höhenfußpunktdreiecks ABC den Seiten des Dreiecks A“ B! C“ und damit auch U U‘, V V’ und W W“ 
parallel find, jo wird z. B. BE von AG halbiert. Daher find A C, AB, AG, und AH, ein 
harmoniſches Büſchel. Denn BC ift nach dem früheren parallel A Ha, und es wird das von den 
zugeordneten Strahlen AC und AB begrenzte Stück BC einer Parallelen zu dem Strahl AH, 
durch den dieſem zugeordneten Strahl AG halbiert. Somit iſt AG die Potenzlinie für den Um⸗ 
kreis und den einen A. Kr., deſſen Mittelpunkt H,. Analog iſt B G die Potenzlinie für den Um⸗ 
kreis und den 2. A. Kr., deſſen Mittelpunkt H,, und CG die Potenzlinie für den Umkreis und 
den 3. A. Kr., deſſen Mittelpunkt H,. Demnach liegt G auf der Potenzlinie der drei A. Kr., 
, e 2). 


9. 
Eine Beziehung der Apolloniſchen Kreiſe zu den Winkelgegentransverſalen. 


(Figur 7.) f 

Nimmt man auf der Peripherie des durch & gehenden A. Kr. einen beliebigen Punkt 0 
an und legt 2 Kreiſe, den einen durch A, O und B, den andern durch A, O und C, ſo ſchneiden 
dieſelben BC in 2 Punkten P und , ſodaß AP und A Winkelgegentransverſalen des Dreiecks 
ABC ſind.) 

Da O auf dem durch A gehenden A. Kr. liegt, verhält ſich OB: OC = AB: A. 
Folglich haben die Dreiecke ABO und ACO einen gemeinſchaftlichen zu AO gehörigen A. Kr., 
deſſen Mittelpunkt auf der Verlängerung von AO liegt. Da nun AO die Potenzlinie der Kreiſe 
AOB und X 0 C, ſo find die Tangenten von jedem Punkt der Verlängerung von AO an die 
beiden Kreiſe gleich und da die Tangenten in B und © an jene Kreiſe die Verlängerung von AO 
in dem Mittelpunkt des gemeinſchaftlichen A. Kr. ſchneiden, ſo iſt 

BH D Daher auch 
* DBC = D CB und folglich 
* BAP OA 
Hieraus folgt die Behauptung. 


) Zwei gerade Linien heißen nach Leibniz antiparallel bezüglich eines Winkels, wenn fie von demſelben 
2 ungleichwendig ähnliche Dreiecke abſchneiden. 

2) G. Hoffmann, I. c. 3. Teil XVI. 

) Hoffmanns Zeitſchrift XV. Aufg. No. 353 S. 39 (geſtellt von Fuhrmann-Königsberg i. P.) 

) Hoffmanns Zeitſchrift XXVII, 2. Seite 110 Aufg. No. 1480 (geſtellt von Stoll-Bensheim). 
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10. 
Die Entfernung des Mittelpunktes des A. Kr. von dem Mittelpunkt des 
Umkreiſes. 


Legt man in A die Tangente an den Umkreis und verlängert fie bis zum Durchſchnitt H, 
mit der verlängerten Grundlinie a, fällt vom Mittelpunkt O des Umkreiſes OD ſenkrecht auf B 
und zieht OA, fo erhält man das Sehnenviereck O A Ha D, deſſen Seiten 


b 2 
OAS r, A H = ra, OD = x cos = 1 . 8 
25626 
a b? -E 
und D H. 7 5 are denn 


. 5 und 


ac | 
— 14 — h II a 
BH, 7a 5 E eee e 
A Pe e 
RE, be b? als 
8 a a b ＋ 2 
n 


Die Diagonalen des Sehnenvierecks O X Ha D find die ſeitenhalbierende Transverſale von a, 
alſo ta und die Entfernung des Punktes Ha von O, die mit da bezeichnet werde. Somit iſt nach 
dem Ptolemäiſchen Lehrſatz: f 


ar b? - 2 Dre b?’+c?— a? 
. 1 7 Abe 
wen 
2 2 — C 
4 t 2 2 be 4 2 02 — a2; alfo 
Ba PR 
de 8855 ſomit 
2 
das 5B 
Man erhält demnach für 
a Ta ta a?be(b?— t. abe N 
d f Dar Die 


Gleiche Ausdrücke laſſen ſich für ro, to und do ſowie für re, te und de ableiten. Es iſt 
daher der Wert dieſes Bruches conſtant und zwar = 2 A: 


A K 2 D rp tp BE. Grete . 
da Br db = de m A 
Löſt man eine dieſer Gleichungen nah t auf, jo erhält man z. B. 
en. da A 


ar 
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Setzt man darin den oben auf S. 8 abgeleiteten Wert: 
2A 
a sin (P—y) 
ein, jo erhält man folgende einfache Beziehung zwiſchen da, ta und dem Winkel P—y: 
ta d, Sin (5 7. 


Ta = 


Nun ſchließt AH, mit der verlängerten Grundlinie a den Winkel 6—5 ein (ſ. o. S. 7), 
ha E 
es ift daher auch sin (P--y) = —; folglich 
hr 


12 = ua Ze oder 


& 
1a: d = ha: ta. Daraus folgt: 
Der Winkel zwiſchen da und r, iſt gleich dem zwiſchen ha und ta. 


11. 
Specielle Fälle für das Verhältnis des Radius oder Durchmeſſers eines A. Kr. 
zu der entſprechenden Dreiecksſeite. 
Der Ausdruck: 


DIE 
= mar geht, wenn man b: e = 1:n ſetzt, über in 
19 9 2 
* 1—n? 


Daraus iſt erſichtlich — was ja auch ſchon aus der geometriſchen Conſtruction folgt — daß der 
Radius eines A. Kr. aus der zugehörigen Dreiecksſeite und dem Verhältnis der beiden andern folgt. 


f - 2 
Iſt alſo z. B. u — 5, ſo folgt, daß r. = 3 4. — 


Wir betrachten noch einige ſpecielle Fälle. 
ih 
Der Radius eines A. Kr. fei gleich der zugehörigen Dreiecksſeite, alſo z. B. 
ra = à . Dann wird 


a . 
berans 


1 5 
n—=, ( 5) 


Da ſich die Abſchnitte, welche die Winkelhalbierende auf a bildet, ebenſo verhalten wie 
b: e, fo folgt, daß 
u: v = 2: (17 7/5). Da nun 
2 1 ( „ % Seesen 
ſo haben wir den Satz: 
Wenn der Radius eines A. Kr. der entſprechenden Dreiecksſeite gleich iſt, ſo teilt die 
Halbierende des Gegenwinkels dieſelbe nach dem goldenen Schnitt. 
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2. 
Der Durchmeſſer eines A. Kr. fei gleich der entſprechenden Dreiecksſeite, alſo z. B. 
2 ra = a. Dann erhält man aus 


2 a n 
55 a 
1— n' 
ne — kg 


Alſo iſt das Verhältnis des größeren zu dem kleineren der durch die Winkelhalbierende 
auf a gebildeten Abſchnitte: 
a (ya — 1) 


72 d. h. 


Iſt der Durchmeſſer eines A. Kr. gleich der entſprechenden Dreiecksſeite, ſo iſt der größere 
durch die Winkelhalbierende auf a gebildete Abſchnitt gleich der Diagonale des Quadrates, deſſen 


Seite gleich 3 ift. 


u: (a — u) = 


11 == 


0 — 


25 Ma a ir 0 
Ben 0 


eg 


1 
75 


a 


